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Descrizione e osservazioni su un percorso di visita guidata alla mostra

Pitagora e il suo teorema.

La preparazione
Il teorema di Pitagora, per la sua semplicità, è uno dei teoremi più conosciuti della matematica ed ha “subito” l’approccio da parte di innumerevoli personaggi, matematici e non, che ne hanno moltiplicato le dimostrazioni e le applicazioni. Il suo successo è dovuto, in parte, anche alla figura del matematico da cui prende il nome, la cui storia è una combinazione di leggenda e realtà che affascina ancora oggi.
Proprio questo teorema e la sua più nota generalizzazione, il teorema di Fermat, sono stati oggetto di due tesine realizzate nell’ambito del Corso di Epistemologia e Storia della matematica.

Questi lavori hanno comportato un ampio momento preliminare di ricerche e di letture di approfondimento che ci hanno permesso, a seguito di  una fase di analisi e sintesi dei materiali, di prepararci in modo adeguato alla sezione più teorica della mostra.

Questa era composta anche da una parte pratica che permetteva ai visitatori di toccare con mano il teorema e di dimostrarne concretamente la validità. E’ stato il curatore della mostra, il professor Giusti, a fornirci gli spunti e le nozioni tecniche più importanti per avvicinarci in modo corretto alle attività previste nei tavoli ed a fornirci le nozioni matematiche di maggior spicco da far rilevare agli studenti.

La mostra metteva infatti in risalto due diversi aspetti dell’approccio alla matematica:
· da un lato una componente storica grazie all’inserimento nel percorso della mostra di opportuni pannelli sui quali erano riportati i brani di alcuni testi di storici-biografi da cui desumere i passaggi principali della vita di Pitagora

· dall’altro una componente pratica legata ad un lavoro interattivo richiesto ai visitatori grazie alla costruzione di alcuni puzzles
I turni alla mostra sono stati pianificati in modo che le guide fossero sempre due così da poter meglio gestire le visite.

A parte le nozioni puramente tecniche, non ci è stato fornito nessun metodo di approccio alla classe ma ogni gruppo di guide ha studiato e proposto agli allievi il proprio. Quello che presentiamo qui è quello che abbiamo definito valutando alcuni importanti aspetti.

Il progetto
Per definire i vari passaggi da proporre agli studenti in visita abbiamo esaminato ed approfondito alcuni elementi, quali:
· i principali concetti matematici che si voleva comunicare ai visitatori

· la valenza interattiva della mostra che permetteva un approccio ludico non convenzionale alla materia. Questo aspetto ci ha subito fatto notare la necessità di suddividere la classe in gruppi e poi in squadre così da permettere a tutti di poter provare gli esercizi sui vari tavoli

· l’importanza dell’aspetto storico del teorema, spesso trascurato ma che permette di poter introdurre un’attività interdisciplinare
· l’ambiente e la disposizione degli spazi. Questi si sono rivelati importanti soprattutto nella fase iniziale della visita. Infatti lo scambio tra i gruppi nei primi tavoli poteva far incorrere a passaggi problematici. Il rischio di tempi morti in questo punto della mostra è molto alto e si è cercato di minimizzarli grazie al proseguimento delle narrazioni storiche da parte di uno dei gruppi ma anche grazie ad una buona collaborazione che si era instaurata tra le guide
· possibilità di dover seguire classi ed ordini di scuole differenti ogni visita. E’ stato necessario tener conto di variazioni di registro linguistico e soprattutto dei contenuti da proporre. In particolare, per gli studenti più piccoli, abbiamo escluso dalla visita gli ultimi due tavoli (teorema di Euclide e Pappo) e l’approfondimento sugli irrazionali
· le difficoltà progressive delle varie attività proposte che ci ha portato a cercare di spingere gli studenti alla riflessione e progressiva formalizzazione dei concetti visti negli esercizi precedenti o viceversa a far loro sperimentare direttamente una specifica proprietà (tavolo pesi)

Valutando questi aspetti abbiamo pensato di strutturare la visita alternando equamente le nozioni storiche dei cartelloni con gli esercizi pratici cercando di proporre una integrazione tra una lezione frontale ed attività di laboratorio.
Una volta definito il nostro progetto abbiamo svolto una simulazione dello stesso così da poter affinare i passaggi nelle varie fasi.

Di seguito continuiamo nell’esposizione accompagnando nella visita un solo gruppo di studenti così che la descrizione risulti più lineare e precisa.
Descrizione - esperienza della mostra

Prima di iniziare la visita accogliamo la classe presentandoci e poi la suddividiamo in due gruppi.
La guida comincia mostrando i primi cartelloni dove vi sono riportate alcune notizie storiche riguardanti la vita del matematico di Samo, una delle figure più autorevoli e misteriose della matematica. 

Introduce la figura di Pitagora come avvolta nel mito e nella leggenda poiché non esistono resoconti di prima mano della sua vita ma solo notizie successive anche di parecchi secoli rendendo difficile per gli storici separare la realtà dall’immaginazione.

Aiutandosi con una cartina, la guida parla dei suoi viaggi grazie ai quali ha imparato l’algebra, la geometria, l’astronomia e la religione. Introduce il suo desiderio di fondare una scuola dedita allo studio della filosofia e che si occupasse, in particolare, di ricerche delle regole matematiche da lui acquisite.

A questo punto i ragazzi sono invitati a ripetere l’enunciato del teorema chiedendo loro cosa significhi questo in parole povere. Ora non resta altro che cimentarsi nell’impresa dei puzzles. 

Il gruppo viene ulteriormente diviso in 2 squadre che si dispongono attorno al primo tavolo dove sono riportati 2 triangoli rettangoli con i rispettivi quadrati costruiti sui cateti e sull’ipotenusa incassati nel tavolo, e dei pezzi di legno colorati. Al via le due squadre dopo aver ripetuto l’enunciato del teorema utilizzando i pezzi dei puzzles devono ricomporre i quadrati dei cateti e se è vero il teorema utilizzare gli stessi pezzi nell’incasso rappresentante l'ipotenusa. (Tavolo 1)
	TAVOLO N° 1

	Pitagora 1
	Pitagora 2
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Dopo aver ricostruito i due quadrati e poi di nuovo l’ipotenusa gli studenti sono accompagnati nell’osservazione e nella riflessione per scoprire quale sia la proprietà usata e che ci permetta di fare ciò: equiscomponibilità dei poligoni equivalenti.

Enunciato: due poligoni hanno la stessa area se e solo se sono scomponibili negli stessi pezzi.
Si fa notare che questo risultato non vale per i poliedri: due poliedri equiscomponibili sono ovviamente equivalenti (cioè hanno lo stesso volume) ma non sempre due poliedri equivalenti sono equiscomponibili.
Concluso il primo tavolo si possa al secondo (Tavolo 2) dove si trovano (ancora sempre sullo stesso tema del tavolo 1), dei pezzi di puzzel con i quali costruire ancora il quadrato sull’ipotenusa usando gli stessi pezzi per costruire i quadrati sui cateti (Pitagora 3).
	TAVOLO N°2

	Pitagora 3
	Dimostrazione Pitagora
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La differenza principale con il tavolo precedente sta nell’aumento di difficoltà.

Infatti il triangolo rettangolo è poggiato sull’ipotenusa: posizione insolita per l’allievo che è dunque stimolato a dover prima riflettere e individuare l’angolo retto per poi cimentarsi nella costruzione dei quadrati che in questo tavolo non troverà né disegnati nè incassati.

Dall’altra parte del tavolo (Dimostrazione Pitagora) gli studenti troveranno un solo quadrato grande incassato in esso dove cimentarsi con la prima dimostrazione del teorema. La guida mette in evidenza (con grande delusione da parte degli studenti che spesso appurano questo per la prima volta) che il teorema non è stato scoperto da Pitagora ma che porta il suo nome perché egli è stato il primo a darne una dimostrazione.
Infatti il risultato era conosciuto ed utilizzato prima della formalizzazione data da Pitagora ma la sua dimostrazione è solo una leggenda e non storicamente provata. La prima nota è quella di Euclide, storicamente documentata e postuma di due secoli. La guida mette l’accento sull’importanza della dimostrazione in matematica e fa notare la differenza tra dimostrazione e concettura. (vedi teorema di Fermat).
La dimostrazione richiesta è molto semplice e consiste nel disporre quattro triangoli rettangoli congruenti nel grande quadrato. Disponendo i 4 triangoli in due modi diversi, si otterranno la prima volta 2 vuoti che rappresentino rispettivamente i 2 quadrati dei cateti, e la seconda volta il vuoto rappresentante il quadrato dell'ipotenusa (vedi tabella seguente per i dettagli).
La dimostrazione non termina però solo con queste osservazioni e raramente i ragazzi sanno spiegare il passaggio seguente. Infatti solo con l’intervento della guida potranno riconoscere che devono ancora dimostrare che quello che hanno supposto essere un “quadrato” sull’ipotenusa, basandosi solo su congetture visive, non è ancora una dimostrazione inconfutabile, onde evitare paradossi geometrici.

Sempre con l’aiuto della guida i ragazzi sono portati a notare che tale figura dimostra anche la formula algebrica della scomposizione del quadrato di un binomio:

(a+b)2 = a2 + b2 + 2ab
Infatti se a e b sono i cateti del triangolo rettangolo, il quadrato grande ha lati a+b e la sua area (a+b)2 è la somma delle aree dei quadrati dei cateti a2 + b2 e delle aree dei due rettangoli di dimensioni a e b.
Alla fine del secondo tavolo riprendiamo la narrazione della vita di Pitagora (migrazione verso Crotone) e precisamente approfondiamo alcune informazioni sulla Scuola Pitagorica: iter per accedervi da parte degli aspiranti, stile di vita dei discepoli e la sua fine.
A questo punto riprendiamo a lavorare con i puzzles. Richiamiamo ancora una volta il teorema di Pitagora e facciamo notare agli studenti le figure riportate sul Tavolo 3.

	TAVOLO N° 3

	Esagono 1
	Esagono 2
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In particolare su questo tavolo troveranno due triangoli rettangoli attorno ai quali ci sono incassati nel tavolo degli esagoni costruiti ancora sui cateti e sull’ipotenusa. Gli studenti anche questa volta sono invitati a provare la validità del teorema usando dei puzzles di legno colorati; dopodichè sono guidati a riflettere e trovare quale proprietà dei poligoni utilizzati ci abbia permesso di fare ciò. 
Poligoni regolari: la loro area è proporzionale al quadrato del lato su cui sono costruiti
Infatti si cerca di far loro notare che a meno di una costante il teorema risulti per i poligoni regolari ancora valido.

Passando al tavolo 4 si chiede ai ragazzi se il teorema vale solo per tutti i poligoni regolari oppure può valere per altri tipi di poligoni. E le stelle?
	TAVOLO N° 4

	Stelle 1
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Le stelle sono i nuovi poligoni incassati che i visitatori dovranno provare a ricostruire per dimostrare ancora la validità del teorema. A questo punto dopo il tempo più o meno necessario per completare il puzzles si fa osservare che il teorema non vale solo per le stelle ma anche per qualsiasi altra figura non simmetrica e non regolare, come per esempio un leone.

Questo lato in genere colpisce molto gli studenti infatti sono sorpresi nel vedere che ponendo su ogni lato del triangolo una qualunque figura opportunamente ingrandita o ridotta in modo da farla adattare in modo preciso ai lati dello stesso, il teorema sia ancora verificato.

La guida sollecita loro a tirare fuori in termini più geometrici la giustificazione che ci permetta di fare ciò: la similitudine.

Definizione: due triangoli si dicono simili, se hanno gli angoli ordinatamente congruenti e  di conseguenza i lati ordinatamente proporzionali.
Sempre dello stesso tema è il tavolo 5 (con un aumento di difficoltà).
Su questo è fissato un triangolo rettangolo e sono disponibili 5 stelle a 5 punte. Tra queste stelle ce ne sono 3 tali per cui una è la somma di altre due. I ragazzi sono invitati ad indicare quali siano le tre stelle che verificano questa proprietà. Utilizzando il teorema di Pitagora (dopo alcuni suggerimenti della guida) formulano una congettura che poi verificano con l’uso della bilancia a disposizione.

Un altro contenuto importante in questo tavolo è il fatto che gli studenti sono chiamati a passare da considerazioni su figure piane a figure tridimensionali dotate di peso.

	TAVOLO N° 5

	I pesi
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La guida approfondisce ora alcuni aspetti legati alle teorie pitagoriche:

· cosmologia
· i numeri
· la filosofia

· le armonie
Dopo questa spiegazione si ritorna ai tavoli dove si osserva, non senza stupore e con un po’ di difficoltà da parte degli studenti, che il teorema continua a valere anche se se sui cateti e sull’ipotenusa si costruiscono dei semicerchi (tavolo 6).

	TAVOLO N° 6

	Lunulae 1
	Lunulae 2
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In questo caso l’enunciato suona così: “In un triangolo rettangolo i semicerchi costruiti sui cateti sono equivalenti al semicerchio sull'ipotenusa”.

Si portano gli studenti a notare come ribaltando il semicerchio dell'ipotenusa ed eliminando le parti in comune con quelli dei cateti, le figure rimanenti, da una parte il triangolo e dall'altra le due piccole lune, hanno ancora la stessa area come si può verificare pesandole sulla bilancia.

Il secondo puzzle rappresenta un triangolo rettangolo isoscele e mostra come le due lunule in questo caso siano congruenti.

Questo fu il risultato ottenuto dal matematico greco Ippocrate di Chio che lo utilizzò, nella sua forma più specifica (lunulae 2), per ottenere la prima equivalenza tra una figura curvilinea ed una rettilinea.

In realtà Ippocrate cercava la quadratura del cerchio, che consiste nel trovare un quadrato equivalente a un cerchio dato. Questo problema non è risolubile usando solo riga e compasso ed Ippocrate riuscì a trovare la “quadratura della lunula” che considerò come il primo passo verso la soluzione del problema più generale.

Come già accennato, la prima dimostrazione nota del teorema di Pitagora è quella realizzata da Euclide ne gli Elementi (prop. 47). Portiamo quindi gli studenti al tavolo seguente: quello che illustra tale dimostrazione (Tavolo 7).

	TAVOLO N° 7

	Euclide
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Negli elementi di Euclide, la dimostrazione del teorema passa attraverso un altro teorema noto come primo teorema di Euclide.

Primo teorema di Euclide: in un triangolo rettangolo, il quadrato costruito su un cateto è equivalente al rettangolo che ha come dimensioni l’ipotenusa e la proiezione del cateto sull’ipotenusa.

I ragazzi hanno modo di verificare come componendo i pezzi a disposizione si riesca a ricostruire una volta il quadrato sul cateto ed una volta il rettangolo corrispondente.
Nell’ultimo tavolo (Tavolo 8) gli studenti si cimentano nella versione di massima generalizzazione del teorema con il teorema  di Pappo di Alessandria (IV sec. d.C.).

	TAVOLO N° 8

	Pappo d’Alessandria

	




Questo teorema permette loro di osservare come quello di Pitagora possa essere valido anche per triangoli non rettangoli e con figure che non siano quadrati ma parallelogrammi opportunamente costruiti.

La mostra si conclude aggiungendo ancora due parole su altre scoperte dovute alla scuola Pitagorica e precisamente, aiutandosi con gli ultimi cartelloni, si introducono i solidi regolari e la scoperta degli irrazionali.
Infatti Pitagora si dedicò allo studio della geometria ricercandone i principi primi e investigandone i teoremi. Per primo trovò la struttura delle figure cosmiche ed scoprì la natura della incommensurabile che mise in crisi tutte le sue teorie e che ne determinò la rovina.

In fine si lasciano gli studenti liberi di riprovare a sfidare quei puzzles con cui hanno un conto in sospeso, magari facendosi aiutare o dalla guida o dagli altri studenti che hanno risolto l’enigma.

Conclusioni
Come già indicato nella fase di progettazione, questo è il metodo che abbiamo ideato e sperimentato durante le visite. Confrontandoci con altri colleghi ci siamo rese conto che, a nostro parere, questo metodo fosse il più efficace, sia per l’impiego del tempo a disposizione che per l’utilizzo dei materiali nonché per l’apprendimento stesso.

Infatti le altre guide hanno pensato e sperimentato altri tipi di conduzione che possono essere riassunti sostanzialmente in due tipologie:

1. il percorso veniva distinto in due momenti: in una prima parte veniva impartita tutta e sola la parte storica come in una lezione frontale. Si leggevano e commentavano in maniera sequenziale tutti i pannelli; in una seconda, cosiddetta di laboratorio, si passava a lavorare attivamente sui tavoli.

Naturalmente per quanto la spiegazione potesse essere interessante e malgrado l’enfasi della guida, l’attenzione generale dopo 10/15 minuti cominciava a calare. I ragazzi infatti stavano in piedi e facevano fatica a prendere appunti. Ma anche la seconda parte dedicata esclusivamente al lavoro sui tavoli perdeva tutta la sua importanza: i ragazzi apprezzavano solo la parte ludica e non acquisivano completamente i collegamenti interdisciplinari (sebbene trasversali) proposti dalla mostra.

Inoltre questo tipo di conduzione necessitava di tempi più lunghi. Infatti o non si riuscivano a fare tutti i puzzles o bisogna accelerare le soluzioni lasciando poco spazio all’inventiva e alla riflessione dei discenti, senza la possibilità di poter verificare da parte della guida che tutti avessero capito.

2. un altro metodo che si è sperimentato è stato quello di assegnare alle due guide due compiti distinti: per cui una si dedicava esclusivamente ad illustrare i pannelli e quindi dava solo lezioni frontali, mentre l’altra, era addetta all’attività di laboratorio.

Seguire un filo logico in questa conduzione, risultava difficile e per i ragazzi e per le guide. Faticoso anche l’interscambio tra le guide stesse. Inoltre si è percepito che la mancanza di un accompagnamento continuativo (sia fisico che logico) rendesse anche i contenuti più difficili da apprendere.

Entrambe le conduzioni sopra descritte ineluttabilmente avevano bisogno di tempi più lunghi di quelli che si disponevano e che perciò costringevano a sacrificare quel lasso di tempo finale che permetteva di svolgere un’attività di revisione e/o approfondimento (spesso richiesta dagli studenti).

Un’attenta analisi degli spazi e degli strumenti, alcune intuizioni, come quella di dividere la classe in due parti ognuna delle quali ulteriormente suddivisa in 2 squadre (fondamentale per il coinvolgimento di tutti e per mantenere viva l’attenzione) ed una lunga progettazione ci hanno permesso, grazie anche ad una puntuale attività di revisione che scrupolosamente veniva fatta a fine giornata in un confronto aperto e costruttivo tra le guide, di incontrare ed “affrontare” ogni giorno classi diverse e di affinare di volta in volta la capacità espositiva, il registro e le modalità espressive.

In particolare abbiamo notato come:

· gli studenti fossero particolarmente colpiti quando si diceva loro che il teorema non era stato scoperto da Pitagora ma da lui solo formalizzato; sorpresi anche nell’apprendere le possibili generalizzazioni e la semplicità con cui erano realizzate;

· la struttura del puzzles riportato sul tavolo 6, malgrado il tempo dedicato e le ricche spiegazioni, risultava di difficile comprensione: infatti gli allievi faticavano a seguire un passaggio della dimostrazione che richiedeva una costruzione geometrica immaginaria;

· sicuramente una preparazione pregressa da parte dei visitatori ha determinato un coinvolgimento e un grado di approfondimento maggiore rispetto ad osservatori più ingenui: i ragazzi più preparati si sono dimostrati più attenti e ricettivi ai concetti esposti nella mostra;

· la figura del professore accompagnatore era da non sottovalutare. La sua partecipazione e il suo interesse spesso determinavano il valore che gli alunni attribuivano all’evento.

Il punto di maggior forza della mostra è il modo nuovo con cui cerca di far avvicinare gli studenti alla matematica e di fargli scoprire i concetti facendoglieli “toccare con mano”, come spesso sottolineato dagli stessi ragazzi sul quaderno disponibile per i commenti.

La visita con la sua partecipazione interattiva, fa sì che la conoscenza, avvenga in maniera ricreativa senza per questo trascurare la parte contenutistica impostata con un aumento graduale delle difficoltà proposte. Il fatto stesso che avvenga per scoperta fatta singolarmente e in squadra fa scattare nei ragazzi la molla della volontà di apprendere e di cimentarsi in problemi più complessi. 

La partecipazione attiva, fa sì che il gioco diventi sfida e memoria quindi li incoraggia e incita ad andare avanti nonché li sprona e invoglia ad affrontare problemi nuovi.

Gli insegna a ragionare insieme ed ascoltare la voce di tutti; a confrontarsi anche su punti di partenza e di ragionamento diversi sebbene il risultato da raggiungere sia il medesimo; ad attingere non solo ad altre fonti letterarie ma anche umano-intellettive e ad imparare che non tutto è scritto ma che le tesi e le risoluzioni vanno desunte autonomamente.

In conclusione, l’occasione di una visita ad una mostra così strutturata e proposta, può, a nostro parere, promuovere esperienze di apprendimento non standard rilevanti ai fini della formazione più ampia di un curricolo scolastico e non.
Contenuti matematici
I. Teorema di Pitagora e suo enunciato

	



Fig. 1
	Il triangolo rettangolo in questione è uno di quelli colorati in rosso. Il quadrato grande, che ha come lato la somma dei cateti, in figura 1 è composto di quattro triangoli e dei due quadrati costruiti sui cateti, mentre in figura 2 è formato dagli stessi quattro triangoli disposti diversamente, e del quadrato dell’ipotenusa.

Siccome l’area del quadrato grande e quella dei quattro triangoli è la stessa nei due casi, anche le aree delle figure che restano (cioè nella prima dei quadrati costruiti sui cateti, e nella seconda del quadrato sull’ipotenusa) sono uguali.

La dimostrazione è corretta, ma non ancora completa. Occorre infatti dimostrare che le parti bianche delle due figure sono effettivamente dei quadrati, e precisamente i quadrati sui cateti nella prima e quello sull’ipotenusa nella seconda. Nella prima figura questo è evidente per costruzione; nella seconda, il quadrilatero in esame ha tutti i lati uguali all’ipotenusa, e dunque resta solo da far vedere che i suoi angoli sono retti.

Consideriamo ad esempio quello con il vertice nel punto A, che insieme ai due angoli rossi con lo stesso vertice forma un angolo piatto. Ma anche la somma degli angoli di un triangolo è uguale a un angolo piatto, e quindi l’angolo bianco col vertice in A è uguale al terzo angolo del triangolo, che è retto. Allo stesso modo si dimostra che sono retti gli altri angoli (a rigore questo non servirebbe, perché un rombo con un angolo retto è un quadrato), e quindi la figura è un quadrato, che ha come lato l’ipotenusa.

	



Fig. 2
	


II. Generalizzazione ed uso inverso del teorema (terne pitagoriche)

Una delle tante formulazioni del teorema di Pitagora dice che se a e b sono i cateti di un triangolo rettangolo e c è l'ipotenusa, si ha a2 + b2 = c2. 

Vale anche il viceversa: 

Se i lati a, b e c di un triangolo verificano la relazione a2 + b2 =c2, allora il triangolo è rettangolo, a e b sono i cateti e c l'ipotenusa. 
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La dimostrazione è molto semplice. Costruiamo un triangolo rettangolo con i cateti a e b, e sia d la sua ipotenusa. Per il teorema di Pitagora si ha d2 = a2 + b2, mentre per ipotesi a2 + b2 = c2. Ne deriva che d2 = c2, dunque d = c, cosicché i due triangoli hanno i tre lati uguali, e dunque sono uguali. Ma il secondo era per costruzione un triangolo rettangolo con i cateti a e b, e quindi lo stesso vale per il primo. 

Il risultato precedente ci dà un metodo molto semplice per costruire triangoli rettangoli senza bisogno di misurare gli angoli. Infatti basta trovare tre numeri a, b e c, che verifichino la relazione a2 + b2 = c2; il triangolo di lati a, b e c sarà automaticamente rettangolo. 

Un esempio è il triangolo di lati 3, 4 e 5; siccome 32+42=9+16=25=52, il triangolo con questi lati è rettangolo. Questo triangolo si trova spesso nei testi più antichi. Altri triangoli rettangoli sono quelli di lati 5, 12 e 13, oppure 8, 15 e 17. 

Notiamo che i lati di tutti questi triangoli sono numeri interi. Per il teorema di Pitagora questo non è necessario; basta che sia verificata la relazione a2 + b2 = c2, come ad esempio nel triangolo che ha i cateti uguali a 1 e l’ipotenusa uguale a radice di 2. D'altra parte i triangoli con lati interi sono più interessanti, anche perché i loro lati debbono essere scelti con cura; ad esempio non se ne può scegliere uno a piacere e cercare poi gli altri due. 

Se tre numeri a, b e c verificano la relazione a2+b2=c2 si dice che formano una terna pitagorica. Ad esempio 3, 4 e 5 sono una terna pitagorica, ma non 1, 1 e radice di 2, perché quest'ultimo numero non è intero. 

Le terne pitagoriche sono tutte descritte dalla formula

	a = m2 - n2
	b = 2mn
	c = m2 + n2
	(1)


dove m ed n sono due numeri interi, con m>n. 

Che i numeri a, b e c formano una terna pitagorica, si verifica facilmente. Infatti si ha a2 = (m2 - n2)2 = m4 + n4 - 2m2 n2 e b2 = (2mn)2 = 4 m2 n2 e quindi a2 + b2 = m4 + n4 - 2m2 n2 + 4 m2 n2 = m4 + n4 + 2m2 n2 = (m2 + n2)2 = c2. 

Più difficile è dimostrare che la formula (1) dà tutte le possibili terne pitagoriche. Ecco come si può fare.

Cominciamo con l’osservare che se a, b e c formano una terna pitagorica, lo stesso vale per ha, hb e hc. Ci si può quindi limitare a considerare terne con a e b primi tra loro; tutte le altre si otterranno moltiplicando a, b e c per lo stesso numero.

Facciamo ora vedere che a e b devono essere uno pari e uno dispari, e di conseguenza c deve essere dispari. 

Che a e b non siano ambedue pari dipende dal fatto che sono primi tra loro. Che non possano essere ambedue dispari, è un po’ più delicato. 

Se a e b fossero dispari, lo sarebbero anche a2 e b2 , cosicché c2 , somma di due numeri dispari, sarebbe pari, e quindi c sarebbe pari. D’altra parte, se a e b sono dispari si deve avere

a = 2k+1 e b=2h+1, da cui a2 = (2k+1)2 = 4k2 +4k+1, b2 =4h2 +4h+1 e sommando si ottiene c2 =a2 +b2 = 4(k2 +k+h2 +h) + 2. Da questa formula segue che dividendo c2 per 4 si ottiene il quoziente k2 +k+h2 +h e il resto 2. In particolare, c2 non è divisibile per 4, e questo è assurdo, dato che c è pari.

Riassumendo, se a, b e c formano una terna pitagorica, i due numeri a e b devono essere uno pari e uno dispari (ad esempio b pari ed a dispari), e di conseguenza c deve essere dispari. 

Nella relazione a2 +b2 = c2 portiamo a2 a secondo membro; si ha: b2 = c2 - a2 = (c + a)(c – a). Siccome a e c sono dispari, c+a e c–a sono pari. Se poniamo b=2s, c+a=2x e c–a=2y, avremo s2=xy. Anche x e y sono primi tra loro; infatti se avessero un fattore comune q, anche a = x – y sarebbe divisibile per q, e lo stesso sarebbe vero per b2 , e dunque per b, in contraddizione con l’ipotesi che a e b fossero primi tra loro. Siccome il prodotto xy è un quadrato, x e y sono essi stessi dei quadrati: x=m2 e y=n2 . Si avrà allora in conclusione: a=x–y=m2-n2; c=x+y=m2+n2 e b2=4xy=4m2n2 per cui b = 2mn. 

La formula (1) è così dimostrata. Dando a m e n successivamente differenti valori, sempre primi tra loro, e uno pari e l’altro dispari, troviamo tutte le possibili terne pitagoriche. 

Notiamo che quando n = m – 1, si ha anche b = c – 1, cosa che chi legge potrà dimostrare facilmente. 

Dalla considerazione delle terne pitagoriche, Pierre Fermat (1601-1665) trasse lo spunto per cercare se fosse possibile trovare delle terne di numeri interi, tutti diversi da zero, che verificassero la relazione x3 + y3 = z3 o, più in generale, xn + yn = zn. 
III. Equiscomponibilità di figure equivalenti.

Si può dimostrare che due figure hanno la stessa area componendole (opportunamente) negli stessi pezzi. Quando due figure sono formate dagli stessi pezzi si dice che sono equiscomponibili. D’altra parte due figure equiscomponibili hanno ovviamente la stessa area, e viceversa due poligoni con la stessa area sono equiscomponibili. Quest’ultima proprietà che si dimostra con qualche fatica, non vale in 3 dimensioni, esistono infatti delle piramidi con lo stesso volume che non sono equiscomponibili.
IV. Similitudine

Nell’enunciato del teorema di Pitagora, i quadrati possono essere sostituiti da altre figure, come ad esempio triangoli, esagoni, o anche figure irregolari, purché simili tra loro. Le figure simili sono quelle che differiscono solo per grandezza, ma non per forma. In altre parole, due figure simili sono l’una l’ingrandimento dell’altra. Ad esempio, le due stelle a cinque punte sono simili, mentre non sono simili una stella a cinque punte e una a quattro punte. Analogamente, sono simili due triangoli con i lati doppi l’uno dell’altro, mentre non lo sono quelli in figura perché in questo caso l’ingrandimento si fa in una sola direzione. Osserviamo che tutti i quadrati sono simili tra loro, come pure tutti i cerchi e tutti i poligoni regolari con lo stesso numero di lati. 

Una proprietà delle figure simili, che spiega perché si possono sostituire ai quadrati nel teorema di Pitagora, è che le loro aree sono proporzionali ai quadrati di segmenti corrispondenti. Ad esempio, nel caso delle stelle a cinque punte, l’area è proporzionale al quadrato della distanza tra due punte consecutive; in formule 

A = kL2 

(Naturalmente, invece che la distanza tra due punte si sarebbe potuto prendere un lato l della stella; in questo caso si avrebbe A =hl2 con una costante h diversa da k)
Se ora prendiamo un triangolo rettangolo, e adattiamo tre stelle ai suoi tre lati, come nell’esercizio proposto nel tavolo 5, l’area della stella sull’ipotenusa è uguale alla somma delle aree sui cateti.
Infatti per il teorema di Pitagora si ha a2+b2=c2, e moltiplicando per k, avremo ka2+kb2=kc2. Ma per quanto appena detto, le quantità ka2, kb2 kc2 sono le aree delle tre stelle, e quindi l’area della stella sull’ipotenusa è uguale alla somma delle aree di quelle sui cateti.
V. Scoperta degli irrazionali
Una delle scoperte più importanti della scuola pitagorica è senza dubbio quella dell’incommensurabilità del lato e della diagonale del quadrato. Due segmenti L e D sono commensurabili quando hanno un sottomultiplo comune, cioè quando L e D sono multipli di uno stesso segmento H: L = m H D = n H con m e n interi. I pitagorici scoprirono che se L è il lato e D la diagonale di un quadrato, questa relazione è impossibile. Quale fosse il loro ragionamento non si sa; tra quelli proposti, due sembrano particolarmente semplici, uno più geometrico, l’altro algebrico. 
Il primo si basa sul fatto che se due segmenti L e D sono commensurabili, e L<D<2L, allora sono commensurabili anche D–L e 2L–D. Infatti si ha D – L = (n – m) H e 2L – D = (2m – n) H e quindi anche D–L e 2L–D hanno H come sottomultiplo. 

Supponiamo ora per assurdo che il lato L e la diagonale D di un quadrato siano commensurabili, e sia H un sottomultiplo comune. Dividiamo in due parti uguali l’angolo ABP, e dal punto E tiriamo la perpendicolare EF alla diagonale. I due triangoli ABE e BEF sono uguali (sono rettangoli, hanno gli angoli in B uguali, e il lato BE comune); quindi BF=AB=L, e PF=D-L. Il triangolo PEF è isoscele (infatti l’angolo EPF è di 45 gradi), e dunque si ha AE=EF=FP=D-L, ed EP=L–(D–L)=2L-D. 
Completiamo il quadrato EFPG. Siccome avevamo supposto che il lato L e la diagonale D avessero un comune sottomultiplo H, anche il lato PF=D–L e la diagonale EP=2L–D del quadrato piccolo avranno lo stesso sottomultiplo H. 
Se ripetiamo in questo quadrato la costruzione che abbiamo fatto nel precedente, otteniamo un nuovo quadrato, ancora più piccolo, il cui lato e la cui diagonale hanno ancora H come sottomultiplo. Continuando sempre nello stesso modo, otteniamo dei quadrati sempre più piccoli, tutti però con il lato e la diagonale che hanno H come sottomultiplo comune. 
Ma questo non è possibile, perché il lato e la diagonale diventano sempre più piccoli, e dopo un certo numero di passi finirebbero per diventare minori di H, cioè di un loro sottomultiplo. Siamo dunque arrivati a un assurdo, e quindi il lato e la diagonale di un quadrato non possono essere commensurabili. 
Una seconda dimostrazione, di tipo più algebrico, è probabilmente quella evocata da Aristotele quando dice: 
Una dimostrazione di questo tipo, ad esempio, è quella che stabilisce l'incommensurabilità della diagonale [e del lato del quadrato], che si fonda sul fatto che se si suppone che siano commensurabili, i numeri dispari risultano uguali ai numeri pari. 
Per preparare il campo, osserviamo che due lati consecutivi e la diagonale di un quadrato formano un triangolo rettangolo, e quindi si ha D2 = L2 + L2 = 2 L2. 
Supponiamo ora che D e L siano commensurabili, e cioè che risulti L=mH e D=nH. Si avrebbe allora  n2 H2 = 2 m2 H2 e quindi n2 = 2 m2. 
Nell’equazione precedente possiamo eliminare tutti i fattori comuni a m e a n (se ce ne sono), e quindi possiamo supporre che m e n siano primi tra loro, cioè non abbiano fattori comuni. In particolare, non possono essere ambedue pari. 
Osserviamo ora che n2 è pari (dato che è uguale a 2m2 che è pari), e quindi n è pari e m è dispari. Si può allora scrivere n=2p, e pertanto, essendo n2=4p2 , dall’equazione precedente si ricava 4p2=2m 2 , e, dividendo per 2: 2 p2 = m 2. 
Ragionando come sopra, avremo allora che m2 è pari, e dunque anche m è pari. Questo è assurdo, perché m era dispari. 
Possiamo rivedere questo risultato da un punto di vista leggermente diverso, osservando che abbiamo dimostrato che l’equazione n2 = 2 m2 non ha nessuna soluzione in numeri interi, ovvero che non esistono due interi m e n tali che n2/m2=2. Estraendo la radice quadrata, possiamo concludere che non esiste nessuna frazione n/m uguale alla radice di 2. 
I numeri che si possono esprimere per mezzo di frazioni si chiamano razionali; quelli che non sono uguali a nessuna frazione si dicono irrazionali. Possiamo allora affermare che radice di 2 è un numero irrazionale. 
Con un ragionamento analogo si dimostra che sono irrazionali le radici di 3, di 5, e in genere di tutti gli interi che non sono quadrati perfetti. In altre parole, la radice di un intero è o un intero (come avviene ad esempio per 4 o 9) o un numero irrazionale. 
VI. Idea di dimostrazione (differenze con congetture)
VII. Concetti elementari di geometria e solidi regolari

Tra le scoperte attribuite a Pitagora c'è quella delle figure cosmiche, ossia dei solidi regolari. Per capire di che si tratta dobbiamo prima dire due parole sui poligoni. 

Un poligono è una figura piana delimitata da una spezzata, i cui segmenti sono i lati del poligono. I punti in cui due lati si toccano si chiamano vertici del poligono; gli angoli che i lati formano a ogni vertice sono gli angoli del poligono. Ogni poligono ha tanti lati quanti vertici e angoli; esso prende il nome da questo numero. Ad esempio un poligono con tre angoli (dunque con tre lati e tre vertici) si chiama triangolo, quello con quattro quadrilatero, con cinque pentagono (dal greco pente, cinque e gonia, angolo) e poi di seguito esagono, ettagono, eccetera. Lo stesso nome poligono viene da polys, molti, e gonia. Si noterà la differenza tra triangolo, quadrilatero, e gli altri poligoni. Un poligono si dice regolare se ha tutti i lati e tutti gli angoli uguali. Per costruirne uno, si può dividere una circonferenza nel numero desiderato di parti, e unire i punti di divisione. Così un pentagono regolare si ottiene dividendo la circonferenza in cinque parti uguali, come in figura. 

Una proprietà dei poligoni regolari di cui ci serviremo è che i loro angoli aumentano all'aumentare del numero dei lati; gli angoli di un triangolo equilatero sono di 60 gradi, quelli di un quadrato di 90 gradi, il pentagono regolare ha angoli di 108 gradi, l'esagono regolare di 120 gradi, eccetera. Passiamo ora ai poliedri o solidi regolari, solidi le cui facce sono dei poligoni regolari tutti uguali tra loro, e tali che in ogni vertice confluiscono lo stesso numero di facce. Le facce si attaccano lungo gli spigoli, i quali a loro volta confluiscono nei vertici, punti attorno ai quali sono situate tre o più facce. 

A differenza dei poligoni regolari, che possono avere un qualsiasi numero di lati, ci sono solo cinque solidi regolari: tre con facce triangolari, uno con facce quadrate e uno con facce pentagonali. Per capire il motivo di questo comportamento, prendiamo un solido regolare, e guardiamo cosa succede intorno a un suo vertice, lasciando solo le facce che stanno attorno a questo vertice, e tagliando via tutte le altre. Se ora facciamo ancora un taglio lungo uno spigolo, la superficie che resta si può stendere su un piano.

Quello che vediamo è un certo numero (tre o più ) di poligoni regolari uguali, che si toccano tutti nel vertice, più un certo angolo che si produce quando si apre il poliedro per distenderlo sul piano. La somma degli angoli che stanno attorno al vertice è dunque minore di 360 gradi, e siccome attorno al vertice ci sono almeno tre poligoni, questi devono avere angoli minori di un terzo di 360 gradi, cioè minori di 120 gradi.

Ma come abbiamo visto ci sono solo tre poligoni regolari con angoli minori di 120 gradi: il triangolo, il quadrato e il pentagono. Già l'esagono ha angoli di 120 gradi, e dunque tre esagoni riempiono tutto lo spazio attorno al vertice e non lasciano nessun angolo per richiudere il poliedro. Sono dunque possibili solo solidi regolari con facce di tre, quattro o cinque lati. Nei due ultimi casi intorno a un vertice ci possono essere solo tre facce (quattro quadrati riempiono tutto lo spazio attorno al vertice, quattro pentagoni fanno più di 360 gradi); i solidi rispettivi sono il cubo e il dodecaedro, il primo con sei facce quadrate, il secondo con dodici facce pentagonali. Nel caso di facce triangolari, ognuna delle quali ha un angolo di 60 gradi, attorno a un vertice ci possono essere tre, quattro o cinque facce, ma non sei, che riempirebbero tutto lo spazio disponibile. I solidi corrispondenti sono il tetraedro che ha in totale quattro facce, l'ottaedro con otto, e l'icosaedro con venti.
VIII. Rappresentazione matematica della realtà (valenza dei numeri)
IX. Teorema di Euclide

Contenuti interdisciplinari
I. Astronomia:
Teoria cosmica innovativa

II. Fisica:

Idea di esperimento

III. Storia:

Inserimento della matematica in un contesto storico

IV. Filosofia:

Idee filosofiche di Pitagora “Tutto è numero”

V. Disegno:

Rappresentazioni con riga e compasso

VI. Musica:

Studio delle armonie

VII. Religione:
Concezione religiosa pitagorica
Allegato Relazione Mostra Pitagora
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